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　3）Mの向きを変えると↓ぴは入れ替わる，したがって（反）自己双対性について考える
場合，Mの向きは重要である．特に本稿では，　Mが複素曲面5（から決まる0㏄’多様体）
である場合に5の自然な向きに関する反自己双対エルミート計量を考える．
　］2．twistor空間
　さて，ここでは計量を直接扱うわけではなく，これをtwistor空間という複素幾何学的対
象を経由して研究する．すなわち次が知られている．
　定理（Fenrose対応）（巳｛］1）μ，膨Dを反自己双対多様体とする．このときtwぽor空間
とよばれる3次元の複素多様体Zが存在し次の性質をもつ．
　1）ZはM上の0°°6ber束£：Z→Mの構造（twis七〇r　6bration）をもち，各6ber
L．1＝ガ1（エ），¢∈M，は，複素射影直線P1と同型なzの複素部分多様体である．さらに
その法束zVL。／zは0（茎）●0（1）と同型．（各五エはもwis乞。r∬neとよばれる．戊
　2）Z上固定点を持たない，反正則（anti－holomorphic）な対合的自己同型σ：Z→Z，σ㌧
τdz，が存在し，　Zの各6berを保存する；σ（L。）＝石，エ∈M．（σはZの実構造とよばれる．）
　逆に，上の性質を持つ対（オ：Z→M，σ）があたえられたとき，M上に反自己双対な共形
類團が標準的に定まる．
　例．1．λ4が4次元球面S4で，計量が標準計量g＝g瑚とする．この場合gは共形的に
平坦であり，したがって特に反自己双対である．54を4元数射影直線P1（H）＝万u｛。。｝
と同一視するとき，twistor飾rationは
　　　‡：P3＝（04－｛0｝）／冶＝（H2－｛0｝）／ぴ→（H2－｛0｝）／正r㌧：P1（H）
によりあたえられる、（H＝｛4元数｝，鍵＝頁一｛0｝である．）
　2．S㌧R4∪｛OQ｝とみるとき，　R4上ではgはユークリッド計量g蝋と共形的で，誘導
写像Z：P3－L。。→R4が，（瓦4，g。、d）のtwis七〇r飾ra七ionとなる．　P3－L。。はP1上のベ
クトル束0（1）Φ0（1）の全空間と同一視される．
　3．54－｛0，0。｝篇ぴ一｛0｝では，計量はさらに9。wジ〆，ρは原点0からの距離，と共形
同値で，この計量はHopf曲面（R4－｛0｝）／〈ア〉竺S1×53（D　1）上にdescendし，そ
の上の共形的に平坦な計量をあたえる．2，3は，適当な複素構造に関し，反自己双対エル
ミート計量と考えられる．
2　主結果
2．1．井上曲面
　まず井上曲面を復習する．第1bett玉数b1（5）が1のコンパクト複素解析曲面をVII型
曲面という．VII型曲面はしたがって非K5hlerである．
　例イ．もっとも典型的なV弦型曲面は，1〈同，洞をみたす任意の複素数α，β∈Cに
対し定まる次の（主）Hopf曲面5。，βである．
　　　θ＝5α，β：＝（CL｛0｝）／（9＞，9：（z，ω）→（αz，βω），（z，ω）∈C2－｛0｝，
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SはS1×S3と微分同相で，したがって第2betti数b2（S）＝0である．
　ロ．Hopf曲面上の有限個の点をbl・w－upして得られる曲面5をblown－up　Hopf曲面と
よぶ．このときb2（S）＞0であるが，もちろんSは極小ではない．
　ハ．b2（S）＞0で極小なものの最初の例は，次の3系列の井上曲面である（井上C74））．
　a．放物型井上曲面，b．双曲型井上曲面，　c．半（双曲型）井上曲面
　これらの曲面は，その上に存在する曲線により特徴付けられることが知られている．こ
れを次に述べる．
　定理（中村1141）Sを極小なVII型曲面とする．このとき次が成立する．
　a．Sが放物型⇔5上に非特異楕円曲線E＝Eりと非特異有理曲線のサイクルが（ひと
つづつ）存在する．
　b．Sが双曲型⇔S上に非特異有理曲線のサイクルがふたつ存在する．
　c．5が半双曲型⇔s上にひとつの非特異有理曲線のサイクルが存在し，その既約成分
の個数は5の第2betti数に一致する．
　ただし，非特異有理曲線のサイクルとは，（通常通り）既約成分G，1≦ゼ≦た，をもつ曲線
0＝01∪＿∪0んで，G竺P1（複素射影直線），かつGとG＋1（1≦τ≦た，0た＋1：＝01）は
一点で横断的に交わり，G∩（膓＝の，1τ一ゴ1≧2，となるものをいう．ただしk＝1のとき
は，通常2重点を1個もつ有理曲線を意味するものとする．α，＝q2（自己交点数）とおく
とき，重み列α（0）＝（α1，．．．，αDはサイクルの不変量である．
　aの場合曲面はEの周期ω，Imω＞0，に対応する連続パラメータωをもつが（S＝5ω），
b，cの場合はパラメータは離散的である．したがって，後者の場合，井上曲面としての変形
はrigidである．放物型の場合は，α、＝－2（∀Z）となり，んが唯一の離散不変量となる．（半）
双曲型の場合は，サイクルのなす重み列が離散パラメータとなる．これらの重み列の特徴
づけも中村によりあたえられている．
　2．2．さてわれわれの主定理は次のように述べられる．
　主定理
　1）すべての双曲型および半双曲型井上曲面上に，反自己双対的（anti－sel飼ualな）エル
ミート計量（の連続族）が存在する．
　2）Imωが十分大である“実”放物型井上曲面Sω上に，反自己双対的なエルミート計量
が存在する．
　Imωが十分大であるとは，　Eωが通常2重点を1個もつ有理曲線の微小変形として得ら
れているということを意味する．“実”の意味の説明はここでは省略する．われわれの方法
では，Imωが十分大というだけでは不十分で，周期にあるreal　constraintが生じ，結局実
1次元分のωに対してのみ5ωに反自己双対計量が存在が示せている，という意味である．
その実周期はいまのところ同定できていないが，「ωが純虚数」というのはひとっの確か
らしい解答である．
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　23．これまでの結果
　まずVII型曲面を考える背最についてひとこと述べる．（3，ゐ，）をコンパクト反自己双対
エルミート曲面とする．このとき当然次の二つの場合が考えられる．
　Case　A．んはあるKahier計量たと共形的に同値．
　Case　B，んはどのような1燃hler計量とも共形的に同値でない、
　一般にK5h｝er計量んに対しては
　　　　反自己双対⇔スカラー曲率≡0
が知られている．したがって次の関係が存在する：
　　　　CalabじYau（Ricci一平坦）K砲］er計量⇒反自己双対K甑ler計量
　　　　⇒Calabiのextre㎜al　K肋ler計量．
したがって特にCaδeAの研究の重要性は明白である．
　～方，ここで興味のあるC眠Bの場合には，反自己双対計量の意味はいまのところそれ
ほど明白ではなく，その意味づけは今後に待たなければならない．いずれにせよC品eBの
場合，曲面5は非Kahlerでその多重種数はすべて0になる、したがって特に5はVII型
曲面となる（Boyer｛21）．これがVII型曲面を考える理由である．
　さてVII型曲面上の反自己双対エルミート計量の存在については，これまでほとんど何
も知られていない。
　イ．き2｛s）＝eの場合：
　Hoぱ曲面5＝5頑において，回＝固とする．このとき，　C2－｛O｝上のエルミート計量
　　　　　　　　　　　ゐ：＝（伽屯＋蜘・鋤）ル12＋iψi2），　　　　（1）
は，5上の計量んを誘導する．これはあきらかに共形的に平坦であり，したがって反自
己双対的である．逆に，62（3）＝0のVII型曲面S上に反自己双対計量が存在すれば，
S竺S。，β，回＝聞，であり，計量は上のんと共形的に同値であることが知られている
（Polltecorvo）．ここでは条件固＝1β1がreality　c・nstraintと考えられることに注意する．
　ロ．b2（S）＞0の場合に知られている唯一の例はLeBrun｛101による例である．これは，い
わゆるHyperbolic　Ansatzを用いて計量を具体的に構成する明示的な結果である．対応する
曲面Sはblow注鞭Ho〆曲面，あるいはより具体的には3は1｛opf曲面5．：＝晃。，ア＞0，
上，非特異楕円曲線E＝｛z＝0｝／｛司上の有眼個の点を臨w－u夢して得られる曲面である．
艶Brunの方法は放物型井上曲面島④純虚数）に対しても般化できることが，彼自身に
より指摘されている．
3　Donaldson－Friedmanの方法
以後多様体はすべてコンパクト性を仮定する．
　3．1、Donaldson－Friedman［31は，ふたつの反自己双対多様体（M，，　b，D，‘＝1，2，があた
えられたとき，M、の連結和M詳M2上に反自己双対構造固を構成する方法を発見した3．
　3鵬から1点砺とちを中心とする｛小さな）4次元開球易をとる．λる一B茎と賄一力2においてそ
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計量（共形類）が，共形的に平坦である場合には，このような理論は古典的である．この方法
をtMstor空間の言葉で解釈し，後者を一般の反自己双対計量の場合に一般化したのがこの
D－Fの方法と言える．
　Zi，τ＝1，2，を（M、，［g，］）のtwistor空間とする．点¢，∈M，をとり，対応する七wistor　line
L、：＝L，を中心としてZ，をbl・wing－upする：μ，：2，→Z，．例外集合ひ：＝μ一1（L，）⊆
2，は，関係1VL，／z，竺0（1）Φ0（1）によりP1×P1と同型で，μ，1（〕、：Qz→L，は第一射影
ρ1：P1×P1→P1と同一視される．　Z、の実構造σ，はZにliftするがこれをやはりσ、
で表す．いま（σ1，σ2）一同変な同型ψ：Q1→Q2で両者の第一成分と第二成分を入れ替える
ものをひとつ固定する．さらにZ，の部分空間であるQ，どうしをψにより同一視して，新
たな空間2：ご211wZ2をつくる．2はQ1…吉Q2と同型な部分空間Qにそって正規交叉
を持つコンパクト複素空間である．
　いまZの倉西族（semiuniversal　deforma七ion）｛∫：Z→T，　o∈T，　Z。竺Z｝を考える．
（したがって特にz，Tは複素空間，∫は固有平坦な正則写像で，　Tはその一点（基点）oにお
けるgermと同一視される．またZ。＝∫－1（o）である．）すると［3】の主結果は次のように
述べられる．
　定理（Donaldson－Friedman）．　H2（乙，θ，）＝0，τ＝1，2，とする．（ただしθ，は属上の正
貝1」ベクトル場の層．）このときTは非特異で，Tの一般点孟に対し，∫の6ber　Zt：＝∫－1（‡）
は非特異である．さらにzを実点にとると，易はM1＃W上のある反自己双対計量に同伴
なtwistor空間である．
　注意．‘実点’の意味を正確に述べるには，もう少し定式化を複雑にしなければならないの
でここでは省略する．Z、上の実構造σ，は2の実構造∂，を誘導するが，倉西族がuniversal
であるならば，これはさらにTの実構造を誘導し，その固定点がTの実点である．しかし
興味のある多くの場合，2は非自明な連続自己同型群を許し，したがって∫はuniversalで
はない．
　3．2．計量のエルミート性条件
　しかしながら，この構成のままでは，できた反自己双対計量および対応する七wistor空間
の性質がよくわからない，この点を補うためにDFの方法のいろいろなvariati・nが考えら
れた．われわれの場合に必要なvariationを説明するために，反自己双対計量がエルミート
計量となるための七wistor空間に対する条件をまず説明する．
　（M，［g］）を反自己双対多様体，Zを対応するtwistor空間とする．5をZ内の（複素）曲
面とする．一般に交点数L．・S＞0であるが，L．・S＝1となるとき5はelementaryであ
る，という．このとき3：＝σ（S）もelementaryな複素曲面である．このとき次のことが知
られている．
　命題（Poon［15】）Elementaryな曲面5は非特異で，それが一般にtwistor　line　Lを含む
かそうでないかによってふたつの型に分かれる．
の境界bB↑竺5’3を適当な微分同相写像凱bB1→bB2で同一視して得られる多様体が連結和M1＃M2で
ある．これは点⑦、，開球ぴ，写像uのとり方によらない、
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　Ty提1：∋L⊆S、このときSに含まれるtwlst◎r　lil〕e　Lは一意的で，そのS内での自己
交点数L2＝1である．（したがって，　Sは複素射影平面P2のblown－11pである有理曲面で
ありLはlineのproper　transformとなる．）また3∩5＝Lで，交わりはtransversalで
ある．
　Type　2：∀五皇5．このとき婿は向きを保つ微分同相写像3→Mをあたえ倒5）㌦は
S（竺M）上の反自己双対エルミート計量になる
　逆に，ル1上の（ある複素構造に対応する）反自己双対エルミート計量は，（自然に定まる）
あるekmentary曲面Sから上のようにして得られる．
　したがって，Type　2がわれわれに興味のある場合といえるが，実際はType　1も重要に
なる．すなわち，ここではぴFの改良版を工夫することにより，野恢至のelemel藺ry曲
面を含むtw▲st◎r空間から丁預e　2のelementary曲面を含むtwisも◇r空間を構成する方法
を考える．以下の方法は｛81の方法のvariationである．
　33，Variation　of　Donaldson－Friedman：
　ひとつのポイントは，ふたつの多様体の連結和を考える代わりに，ひとつの多様体の自己
連結和を考える点である、（劫から2点¢，，X＝1，2，と¢、を中心とする（小さな）4次元開球
B，をとる．M－Br　B2においてその境界bB，竺53を適当な微分同相写像b81→bB2
で同一視して得られる多様体をMの自己連結和という．）
　（M，［gDを反自己双対多様体とし，　Zを対応するtwistor空間とする．　ZはType　1の
elem頭tary曲面5を含むとする．　L1・・3∩5とおくと上の命題により，L1は七wistor　line
である，L1以外の任意のtW蜘r］ineをおとすると，再び上の命題から㌔はS（r鯉、
3）と一点ρ（resp．∂でtransversalに交わることがわかる．　Zをdisloint　union　Ll　U　L2で
blowin麟．upする：μ12→Z．前と同様Q，：＝μ一1（L∂竺Pl×P1であるから，第1，第2
因子を入れ替えるσ一不変同型ψ：QI－・Q2を固定し，これによりQ1とQ2を同一視する．
生じた複素空間を2と書く．2はQ，と同型な複素曲面Qに沿って正規交叉をもつ．
　Sおよび5の2における鋼ρer　transf。rmを3および3とする．㌔＝S∩5が
b1◎面暗upの中心だから5と5は交わらない．したがって，それらの2における像5と
5も共通点をもたない，なおσはZの実構造∂を誘導するが，このとき5＝σ（S）である．
　さてここでψにさらに条件を加える，自然写像仰：5→5は点pでのblowing．upに
ほかならない．E＝μ51（ρ）とおくとE＝5∩Q2であり，EはQ2巴P1×P1の第1射影
のひとつの6berである．一方Z：＝5∩Qコは，握によって五1に同型に移されるので，第
2射影の6berのひとつである、亘ごσ（E）＝5∩Q2，Z＝：σ（£）＝3∩Q1についても事情
は同じである．したがって，ψに対しψ（L）＝E，ψ（L）＝Eをみたす，という条件を付加す
ることができる．（すなわちそのようなψは存在する．）
　さてその上で，こんどは複素空間の対（Z，SLI5）に対する倉西族
　　　｛∫：（z，5L｛ぷ）→牙うθ∈7；（ZのSoUsθ）竺（z，SLIs）｝
を考える．ここで，2→T，5u5）一・γはおのおの固有平坦正則写像で，　Z。，5。，3。はo上
の飾erである．　D－Fの類似として次をうる．
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　定理1．H2（z，θ（－log（S　u　5））＝oとする．（ただしθ（－log（S　u　5））は，　z上の正則
ベクトル場で5および5に接するもののなす層．交わり5∩5がtransversalなので，
θ（－log（5∪5））はlocally　freeである．）このときTは非特異で，　Tの一般点孟では6ber
乙，S£，畠はすべて非特異　さらに，εが“実点”なら易はMの自己連結和上の，ある反自
己双対計量gに同伴なtwistor空間であり，StはZtのType　1のelementary曲面となる．
したがって，特にZtは5tのある反自己双対エルミート計量に同伴なtwistor空間となる．
StはVII型曲面である．
　例．、M＝54，Z＝P3の場合（L2の例参照）．　SとしてL。。を含むP2をとると3は次数
1のHirzebruch曲面Σ1となり，ψを適当に取ると，上記のsmoothing　3→Stにおいて
5tはHopf　surface　5．と同型となる，したがってZtはH・pf曲面S．のtwistor空間となる．
4　井上曲面をうる方法
定理1でえられるVII型曲面Stが§2に述べた井上曲面となる場合を考えたい．3．3の記
号で，5内の曲線LおよびEはそれぞれ自己交点数＋1および一1を持つ．よって5は有
理曲面5内のdisjointな（＋1）一曲線と（－1）一曲線を同一視して得られており，さらにぶは
3のsmoothingとしてえられている．前例での変形Σ1→S．は小平｛91による有名な例で
あるが，このような方法で，有理曲面からVII型曲面をうる一般論が中村［11］，113］により展
開されている．すなわち，一般に有理曲面5が互いに交わらない非特異有理曲線0＋，0－，
0皐二＋1，0三＝－1，を含むとき，αdm乞33伽εということにすると，5において0＋と0一を
ある同型ψ：0＋→0一で同一視してえられる，double　curve　O∈0＋｛≧C－）をもつ非正
規有理曲面5から，変形でglobal　spherical　shellを持つVII一型曲面がえられ，またその逆
も成立する，という結果である．特にtoricな有理曲面から井上曲面をtoricな退化を使っ
て構成する方法も中村によってえられている［12］．ここではしかしtwistor空間との関連を
念頭において，以下のような定式化を用いる．
　Sをtoricな非特異有理曲面とする．したがってSはe鉦ec七iveな代数的ぴ2一作用をゆ
るす．その開軌道をσとするとその補集合0：＝S一σは非特異有理曲線のサイクルをな
す．これを0＝01∪＿UC★，（㍗≧P1，と書き0の既約成分の交点をp，＝己∩G＋1，1≦
ゼ≦た一1，0A∩Ol＝ρ★とする．次を仮定する．
　　（A）qの中に（㌃＝1となるものが存在する
このとき必要なら番号を付け替えて0ぞ＝1としてよい．点ρ」（ゴ≠1，ん）における5の
blowin晋upを〃：5→5とし，　E＝〃－1（ρソ）を例外（－1）一曲線とする．すると5はふたた
びtoric曲面で，しかも明らかに上の意味でadmissibleである．己の5におけるproper
七ransformを0，であらわす．いま同型ψ：01→Eで
　　　a）ψ（ρ1）＝pコ＿1，ψ（pD＝乃またはb）ψ（ρ1）＝p戊，ψ（ρk）＝ρ」＿1
を満たすものをとる．ψにより01とEを同一視し，5から非正規曲面3：＝5／ψをうる．
己の3における像をαであらわすと，θはふたつの互いに交わらない非特異有理曲線の
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サイクル02U．．．uC戸および03肩U＿UO★－1を含むこれらの和集合をCで表す．0
は5内のCartier因子である．このとき次が成立する，
　命題2，複素曲面3とその上の曲線6の対（s，o）の倉西族（ノい（δ，C）→τ，　o∈
τ，（8。，C。）＝（3，の）を考えるとき次が成立する．
　1）磁mア＝1かつTは非特異．
　2戸≠oなら＆は非特異
　3）さらに次の条件を仮定する．
　　　　（B）q2＝－1なら～＝元または」＝土1．
このとき次が成立する．
　（a）の場合
　く1）元＝2またはん一1ならぷ，厚o，は放物型井上曲面である、
　（2）それ以外の場合は3t，τ≠o，は双曲型井上曲面である．このとき哉，けo，はすべ
て同型，しかも任意の双曲型井上曲面はあるtoric曲面から上の方法でえられる．
　（b）の場合＆，巧o，は半井上曲面このときS£，埠o，はすべて同型，しかも任意の半井
上曲面はあるtor輌c曲面から上の方法でえられる．
　注意（B）が成立しない一般の場合，5£は井上曲面において非特異有理曲線のサイクル
のnodesをblowing．upしてえられる極小でない曲面となる．
5　Joyce　twistor空間
命題2と定理1により，主定理を示すために残された仕事は，条件（A）を満たす任意の
toric曲面Sに対し，5をType　1のelementary曲面として含むtwistor空間2で，
H2（2P，0（－log（5uS））瓢0を満たすものを見出すことに帰着される、実際このとき，定理の
操作（2，S）→（2，3）において，　S→3は前節の操作そのものであり，またcohomologyの
消滅は，命題2の5㌧→ぷなる蹴oo古ingが，包含関係3⊆Zに関してsmOothmg　Z→昂
に拡張されることをも意味する．したがって，定理1から主定理がしたがう．
　5を（A）を満たすtoric曲面とする，　ZとしてはJoyce七wistor空間をとる．まずこれを
説明する，M＝mP2：＝P2＃＿呑P2，m≧0，を複素射影平面P2　m個の連結和とする．
ただし，OP2＝54とする．2次元torus　1＜：＝Sl×51をコンパクトLie群と考え，そのM
へのsmoothな作用を固定する．（mを固定することに，微分同相を除き有限個の可能性が
ある．）m～＝max（mJ）とおく．このとき次が成立する．
　定理（Joyce［7D　m’．次元連続実パラメータに依存する1（一不変な自己双対構…造［gl＝［gl、
がM上に存在する．
　向きを変えたMをMであらわす．回はM上の反自己双対構造である．対応する
t亘s知r空間Zを一般に30yce　twis衙空間という．　Zは誘導されたG：＝呑2の自然な双
正則作用を持つ．Zの構’は同により詳しく調べられた．これから次の定理の1）を導き
出すことは難しくない，
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　定理3．5を条件（A）を満たすtoric曲面としm＝b2（S）－1とおく．このとき次が成立
する．
　1）mP2へのsmoothな1ぐ一作用で，対応する（任意の）Joyce　twistor空間Zが5をType
1のelementary曲面として含むものが一意的に存在しする，
　2）H2（Z，6（－log（S　U　5））＝0．
　消滅定理2）は一般にMois』onもwistor空間ZとそのelelY1鰍ary曲面3に対し成立
する、実際，2）は同じ仮定の下で成立する囹の消滅定理∫f2（Z，◎（一（5÷5き）＝0より容
易にしたがう．
　注意．1）以上の記述は実は少し簡略化されており，厳密な扱いには，本多同により考察
された複素空間の三つ組（Z，3正」5㌧OL［C）の変形を考えることが必要である．
　2）上記の方法により井上曲面以外のさまざまなVII型曲面の上にも，反自己双対エル
ミート計量が存在することが示される．
　3）Joyce　twistor空間は豊かな構造を持っており，このことから対応する井上曲面上の反
自己双対計量のmoduli空間の記述など，興味ある問題がいくつも生じてくる．たとえばわ
れわれの方法で構成した放物型井上曲面上の反自己双対計量は1、eBrunによりまったく別
の方法で構成されたもの（23，2）参照）と一致することがほぼ確からしい．
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